Geometria Espacial de Posicao




CONCEITOS PRIMITIVOS, POSTULADOS E POSICOES
RELATIVAS

» 1. Conceitos primitivos :Sao conceitos primitivos (e,
portanto, aceito sem definicao) na Geometria espacial os
conceitos de ponto, reta e plano . Habitualmente usamos a

seguinte notacao:
Pontos: Letras mailsculas do nosso alfabeto.

» oA

» Retas: Letras minlUsculas do nosso alfabeto




» Planos: letras mintsculas do alfabeto grego.
4

Observacoes:

» 1. Espaco: E o conjunto de todos os pontos.Nesse
conjunto, desenvolveremos a Geometria Espacial.

» 2. Axiomas ou postulados (P): Sao proposicoes
aceitas como verdadeiras sem demonstracao e que servem
de base para o desenvolvimento de uma teoria.

SSIm Iniciaremos a Geometria Espacial com alguns
st relacionando o ponto, a reta e o plano.




POSTULADOS

» 1- Postulados da Existéncia:

» P,- Dada uma reta r, existem nela, bem como fora dela,
Infinitos pontos

» P, - Dado um plano a, existem nele, bem como fora dele,
Infinitos pontos

» 2 - Postulados da Determinacao:
» P35 - Por dois pontos distintos  passa uma Unica reta .

N <>
» Notacédo:r = AB




» P, - Por trés pontos distintos e nao-colineares passa um
unico plano

| B
Notacio: 0. = (AB,C) /\
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» 3 - Postulados da Inclusao:

» P —Se uma reta r tem dois pontos distintos num plano a,
entao a reta r esta contida nesse plano :

Simbolicamente, temos:

r=AB
4 —> oo A
A=

Beo




» RETAS COPLANARES

» 1- Definicao de retas concorrentes . Diremos que
duas retas r e s sdo concorrentes se, e somente se, elas
tém um Unico ponto em comum, elas sao obliguas ou
perpendiculares

r—s = {P}

» 2 - Definicao de retas paralelas : Diremos que duas
retas r e s sao paralelas , se e somente se, elas sao
coincidentes ou elas sao coplanares e nao tém pontos
em comum.




i
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Notacao: r=s=t//s

Notacdo:rca, scuerns=37J9=1/s




RETAS REVERSAS (NAO COPLANARES)

» S&0 retas que estao em planos distintos , nao
possuem pontos comuns e nao sao paralelas .

T

2
Re versas
rs =1{ }

ndo existe plano que copntenha

. r e s simultanea mente



Casos particulares de retas concorrentes e

reversas.
» Temos que considerar dois casos particulares:

» Retas Perpendiculares: rJ_ =

» Retas Ortogonais: -
Z —

rL terlsstiis o

P



OUTROS POSTULADOS

» P,)Por um ponto podem ser tracadas infinitas retas.

I
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» P,) Um ponto qualquer de uma reta divide-a em
duas semi-retas.




» Pg) O plano é infinito, isto €&, ilimitado.
» P-) Por uma reta pode ser tragcada uma infinidade
de planos. d

» Pg) Toda reta pertencente a um plano divide-o em
duas regioes chamadas semiplanos .

» Pg) Qualquer plano divide o espaco em duas
regioes chamadas semi-espacos.



Posicoes relativas de reta e plano

» Vamos considerar as seguintes situacoes:

» | - Reta contida no plano

» Se uma reta r tem dois pontos distintos num plano a,
entao r esta contida nesse plano:

AE e Be .
=2>rCcCua

AEr eBer

» Il - Reta concorrente ou incidente ao plano

» Dizemos que aretar "fura” o plano @ ou quer e @ sao
concorrentes em P quando:

. rn o ={P}



» Observacao: Aretar e reversa atodas as retas do
plano a que nao passam pelo ponto P.

r

» Il - Reta paralela ao plano:

» Se uma reta r e um plano a nao tém ponto em
comum , entdo aretar é paralela a umaretat contida
no plano a portanto, r //a.

rlit,t Ja =rll a




» Em a existem Infinitas retas paralelas, reversas ou

ortogonais ar. /

» Teorema da Interseccao de Dois Planos: Se dois
planos distintos tém um ponto em comum, entao a
sua interseccao € dada por uma unica reta que
passa por esse ponto.




PERPENDICULARISMO ENTRE RETAS E PLANOS

» DEFINICAO: Uma reta r é perpendicular a um plano a
se, e somente se, r € perpendicular a todas as retas
de a que passam pelo ponto de interseccaodere a.

r

Note que : Se uma reta r é perpendicular a um plano &,
entao ela é perpendicular ou ortogonal a toda reta de
a .

ey



» Vejamos a representacao feita abaixo:

r

rl =rlsrltrluerly

SsC tC xZuC 2, vC

» Para que uma reta r seja perpendicular a um plano
a, basta ser perpendicular a duas retas
concorrentes , contidas em a, conforme figura
abaixo:




rlserlt
=>rlw
sC et C w

» Observe, na figura abaixo, por gue nao basta que r
seja perpendicular a uma unica retat de para que
seja perpendicular ao plano

{rlt[tca)

|7 ndo é perpendicular a




EXERCICIOS PARA SALA DE AULA — PAGINA 14

1.

Sem duvida, um dos grandes feitos de Euclides
foi a maneira formal com que ele apresentou o
conteldo de seu célebre livro Os elementos,
conjunto de 13 livros dedicados aoc fundamento
e desenvolvimento |[égico e sistematico da geo-
metria. Os principios dos quais parte Euclides
para edificar a geometria sao as definigbes, os

entes primitivos e os postulados.

Bibiioteca da Matematica moderna, de
Antdnio Marmo de Oliveira e Agostinho Silva. (adaptado)

a) Como é chamada uma afirmacao indubitavel,
ingquestionavel, evidente por si sé, que nao
carece de demonstracao??

) Quais foram os entes primitivos (conceitos
primitivos) utilizados por Euclides na siste-
matizagcao da geometria?

c) Como sao chamadas as proposi¢cdes gue
podem ser demonstradas, partindo de fatos
justificaveis?



» RESOLUCAO:

» A) Postulado, pois os postulados sao constatacoes
gque nao necessitam ser comprovadas para que
sejam consideradas verdadeiras.

» B) Ponto, reta e plano.

» C) Teoremas

P



2. Ao imaginar uma fina folha de papel oficio pro-
longada indefinidamente além ae seus limites,
N0 comprimento e na largura, ambos nos dois
sentidos, ficanao a espessura invariavel, tem-se
3 ideia de
3) reta, ) semiplano
b) semirreta. ) espago
) plano.




» RESOLUCAO:

» Como o prolongamento é infinito nos dois
sentidos e em duas dimensodes (comprimento e
largura), tem - se a ideia de plano, elemento
geometrico infinito com duas dimensoes.

» LETRA C

P



Em uma piramide, todos os vértices (“cantos”)
ficam em um mesmo plano, exceto um deles.
Os vértices coplanares formam a base da pira-
mide e o vértice que Nnao pertence ao plano da
base &€ chamado de vértice da piramide. Imagine
uma piramide cuja base &€ um triangulo ABC e
cujo vertice € o ponto V.

A4

B

a) Quantas retas passam pelo vértice da piramide?

b) Dentre as retas suportes das arestas ("quinas’)
da piramide, quantas passam pelo vértice da
piramide?

c) Quantos planos contém a aresta AV ?

d) Entre os planos determinados pelos vértices
da piramide, esta o plano da base, PL(ABC).
Quais sao os outros planos determinados
pelos vértices da piramide?



» RESOLUCAO:
» A) INFINITAS
» B) TRES RETAS
» C) INFINITOS
» D) PI(V, B, C)

»  PlL(V, A, O)
3 Pl (V, A, B)

P



No paralelepipedo reto-retangulo representa-
do a seguir, os pontos A, B, C e D s3o coplana-
res e pertencem ao planoc da face ABCD. Esse
plano pode ser representado por trés qQuaisquer
desses quatro vértices, em qualquer ordem:
PL(ABC) = PL(ABD) = PL(BCD) = PL(ABCD).

A B

H G

a) Dentre os planos determinados pelos vértices
(“cantos”), quais sdo aqueles que contém a
reta AB e ndo contém a reta EE ?

b) Os vértices determinam retas que cont&m as
arestas, retas que contém as diagonais das
faces (retadngulos) e retas que contém as dia-
gonais do paralelepipedo (passam por dentro
do sdélido geométrico). Ao todo, quantas retas
estdo determinadas pelos vértices?



» RESOLUCAO:

» A) Pl (A, B, C) e PI(A, B, G) (Dois Planos)
» OBS: Note que os planos PI(A, B, C)=PI(A, B, C, D)
» e PI(A, B, G)=PI(A, B, G, H)

» B) Sao 8 vértices (“cantos”) e cada vértice pode ser
ligado aos outros 7 veértices, determinando sete
retas.

» Logo o total de retas é de 8 . 7 = 56.

» Porém como cada reta é contada duas vezes temos
que o total de retas é de 56 : 2 = 28 retas.

P



2. ADbase de uma piramide é um quadrado. Quantos
planos os vértices dessa piramide determinam?




» RESOLUCAO:
» Determinam sete planos.

B

» Além dos planos das faces temos os planos das
diagonais com os vértices.

» PI(VDB); PI(VAC); PI(ABCD); PI(VAB); PI(VBC); PI(VCD);
» PI(VDA).

P



POSICAO RELATIVA ENTRE DOIS PLANOS

» Consideramos as seguintes situacoes:
» | — Planos Paralelos Coincidentes ou lgualis:

» Il = Planos Concorrentes ou Secantes :Dois planos a e
[sao concorrentes quando sua interseccao é uma

R aVils




» Il — Planos Paralelo Distintos : Dois planos,a e £, sao
paralelos quando sua interseccao e vazia:

» Perpendicularismo entre Planos.

» Dois planos, a e [ sao perpendiculares se, e somente
se, existe uma reta de um deles que € perpendicular

a Jp=[r[Jaer [Jp

all f=an B=1]

ao outro:




» Observacao: Existem infinitos planos
perpendiculares a um plano dado ; esses planos
podem ser paralelos entre si ou secantes

» OUTROS TEOREMAS IMPORTANTES:

» T,- Uma reta e um ponto fora dela determinam
um plano.

P



» T, - Duas retas concorrentes determinam um
plano.

» T, - Duas retas paralelas distintas determinam
um unico plano.




» T, — Se dois planos distintos tém um ponto
comum, entao esses dois planos interceptam —
se segundo uma unica reta que passa pelo ponto
comum.

» T, — Se trés planos a, (3 e 0 sao distintos e dois a
dois secantes segundo trés retas a, b e ¢; duas a
duas distintas, entao essas treés retas ou sao
concorrentes num mesmo ponto ou sao duas a

as paralelas.




» Observe figura abaixo:

» T, - Se duas retas distintas sao ambas paralelas a
uma terceira, entao elas sao paralelas entre si.

<€ >
<€ >




» T, — Se uma reta r, nao esta contida em um
plano a, e € paralela a uma reta b desse
plano,entao a reta r é paralela ao plano a.

€c-—>F

» Tg — Se uma reta a € paralela a um plano a, entao
esta reta € paralela a alguma reta b, desse plano

a. <>

Pl



» To — Treés planos distintos dois a dois secantes
possuem como interseccao um unico ponto, tres
retas concorrentes duas a duas ou tres retas
paralelas duas a duas.

» Tio — Se uma reta nao esta contida em plano e é
paralela a alguma reta do plano entao ela é
paralela ao plano.

» T11 — Se uma reta é perpendicular a duas retas
concorrentes de um plano entao ela
perpendicular ao plano.




» Condicao necessaria e suficiente para que
uma reta seja paralela a um plano:

Uma reta (r) nao contida em um plano é
paralela ao plano, se somente se, (1) €
paralela a alguma reta (s) do plano.

» Ti2 — Se uma reta (r) € paralela a interseccao
de dois planos secantes entao (r) esta contida
em um dos planos e é paralela ao outro, ou (r)
¢ paralela aos dois planos.

» T1i3 — Se duas retas sao paralelas distintas e

uma delas é paralela a um plano, entao a
itira reta é paralela ou esta contida no plano.




» T1i4 — Se dois planos distintos sao paralelos
entao toda reta de um deles é paralela ao
outro.

» T15 — Se dois planos distintos sao paralelos
entao toda reta de um deles € paralela ou
reversa a alguma reta do outro.

» T16 — Se dois planos distintos sao paralelos
entao toda reta concorrente a um deles
também é concorrente ao outro.

» T17 — se dois planos distintos sao paralelos e se

interceptam a um terceiro, entao as
interseccoes sao paralelas.




